Calcul différentiel et intégral/1

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

Chapitre 1 : Les primitives
A. Notion de différentielle
1. Définition

Considérons une fonction  f continue sur un intervalle [a, b] et son graphique.
A un accroissement arbitrairement choisi Ax, correspond un accroissement Ay

VA Ay = f(x+Ax)— f(x) f

P
I
i
X

p X

Ay = df (x)pour Ax suffisamment petit (Ax — 0)

La droite t tangente au graphique de la fonction f au point P a pour coefficient de direction

)
dx
La droite s sécante au graphique de la fonction f a pour coefficient de direction :
A
=
T Ax

Par définition, on a

£'(x)=lim

Ax—0

SOAA)=f() _ A
AX Ax—0 Ax
Prenons un méme accroissement de x : Ax=dx

limg=1im£=m

Ax—0 Ax dx—0 dx dx

Donc

VO Gou df(x)= f(x).dx
dx

f'x0=

ou df (x) est appelée la différentielle de la fonction f
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2. Calculs de différentielles

La différentielle dy peut étre calculée au moyen des regles obtenues a partir des régles de
dérivation.

Exemples
duv)y=u.dv+v.du car du.v)=w.v)dx=v'dx.v+u.vidx
d(sinx)=cosx dx

d(Inx)= 1 dx
X

d(x’ +x%)=(3x> +2x)dx
De quelle fonction cosxdx est-elle la différentielle ?

Exercices
De quelle fonction e*dx est-elle la différentielle ?

De quelle fonction dx est-elle la différentielle ?

1+ x2
Que vaut la différentielle de 3x2-2x ?
Que vaut la différentielle de sin2x?

Application : calcul approché
Ay = df (x)pour Ax suffisamment petit (Ax — 0)

f(x + Ax)—f(x) = f'(x).dx

f(X + AX) = f(X) + f' (X).dX (pour Ax suffisamment petit (Ax — 0)

Exercices sur la notion de différentielle

1. Donne une approximation de la valeur de 101, 124 , Sin(60°1') sans l'aide de la

calculatrice

h
2. En utilisant la différentielle, montre que lorsque h est petit, 1+ 5 est une bonne
approximation de v1+h

3. En utilisant la différentielle, estime le nombre de volume de peintures (en litres) nécessaire
pour recouvrir un cube de 10 dm de cété avec une couche de peinture de 0,001 dm.

4. On mesure le rayon d’une sphére et on obtient 21 cm, avec une erreur possible maximale de
0,05 cm. A ‘aide de la différentielle :
a) estime I'erreur maximale que cette mesure peut engendrer sur le calcul du volume
de la sphére
b) trouve l'erreur relative correspondante
Aide : volume d’'une sphére=4?ﬂ:R3 , erreur relative=% = %



Calcul différentiel et intégral/3
B. Notion de primitive
1. Définition’

Une primitive d’'une fonction f est une fonction F dont la dérivée est f.

F est une primitive de f si et seulement si F’ :f‘

Exemples

X est une primitive de  2x car (xz) =2x
x3 )C3 ,

3 est une primitive de x> car ?] =x’

In|x|  estune primitive de car

o=

x*+5 estune primitive de 2x car (x2 +5) =2x
(

sin x est une primitive de cosx car

2. Théorémes
Théoréme 1

Si F est une primitive de f et C une constante réelle, alors F'+ C est aussi une primitive
de 1.
Théoréeme 2

Si F est une primitive de f et C une constante réelle, alors toute primitive est de la forme
F+C.

Exemple
Les primitives de 2x sont x> + C

3. Intégrale indéfinie

L'intégrale indéfinie de f°, notée Jf(x)dx, est 'ensemble des primitives de f .

[rax=Fx)+c

Pour intégrer, il existe diverses méthodes. Nous en étudierons quelques unes :

Intégration immeédiate

Intégration par décomposition
Intégration par substitution

Intégration par parties

Intégration par changement de variable

' Par abus de langage on écrira parfois f(x) au lieu de f et F(x) au lieu de F, notamment pour les
exemples, cette remarque restant valable pour les chapitres suivants d’analyse.
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C. Méthodes d’intégration

Dans ce chapitre et les suivants, nous supposerons que les conditions d'existence sont
toutes remplies.

1. Intégrations immédiates

de:x+C Jcosxdxzsinx+C

. xn+1 dx _
Jx dx=n+1+C » n# -l J.coszx tg x+C
jexdx:ex+C jsmzx:—cotgx+C
dx
J?=In|x|+C jlijz:Arctgx+C
J.axdx: @ +C J dx = Arcsinx+C

Ina 1—x?

jsinx dx =—cosx+C

2. Intégration par décomposition

Considérons deux fonctions deux fonctions continues u et v, ainsi que deux réels a et b.
Ona

j(a u+bv)dx = ajudx+ijdx

Exemples
4 2
1. J(x3+3x—sinx)dx:Jx3dx+3jxdx—jsmxdx:x—+3x—+cosx+C
4 72
2. j(3cosx—ex)dx:3_[c0sxdx—jexdx=3sinx—ex+C
1 3 5
(1-0) -2+ - ! I 1 12
3. j 7 dt—J‘—; dt_J'tz dt—2jt2 dt+.[t2 dz_I ) 3 + §+C
! 2 2 2
1 3 5 2
et g2 e [1—2+t—]+c
3 5 3 5
.X'z x3
4. |(1+3x)  de=[(1+6x+9x ) )dx = |dx +6|xdx +9|x*dx =x+6=—+9—+C
Ja+32y ax = f( ydv = [dv+6]xdv+9] 95
=x+3x2+3°+C
3
5, j(x+2)(x—4)dx=j(x2—2x—8)dx=jx2dx—2jxdx—8jdx:%—x2—8x+c

A En général ju.vdx Z* judx.juvdx
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3. Intégration par substitution
Exemples

1. [(x? +1)" 5xdx

Posons 3x’>+1=¢

ce qui entraine 6xdx = dt et xdx:%
j(3x2+1)105x dx = 3 jtm dt = 3 t—+C = 3 .
6 6 6

2. jsin3 x.cosx dx

Posons sinx =¢

ce qui entraine cosx dx =dt

sin* x
4

4
Jsm3x.cosxdx='[t3 dt = %+C = +C

3. j e” 3x? dx

Posons x°’ =t

ce qui entraine 3x? dx = dt
_|.ex3.3x2 dx = Ietdt =—e'+C =e" +C

2
* J.xz)j-9 dx

Posons x*+9=t¢
ce qui entraine 2xdx =dt

jxfjg dx = j% = In|t[+C = In|x* +9]+C
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EXERCICES - I° série : Calculez les intégrales suivantes

1)f-15 dx 6)f(4-t).(t3+5) dt

2) [[5x* dx 7)f“3+f# du
3)f— dz 8)f% dt
4 (-7x3+3TX2_\/E) dx 9) [ (2-v) av

EXERCICES - II° série : Calculez les intégrales suivantes

1) [@x-x-3).(4x-1) ax 10) j 7.6\ du

2) [ =1y dx 11) j 3’ dt

3) j%dx 12) [(2c0s3x —sin(.x +1)+ edx
Y ety Rl P ey

e - e

6) jmdx 15)]'1”"'”3t dt

7) J.\/l_lwdx 16)_[V+2

8) [(x-2) dv 17) f t: +12t
+

1+sinx
)szl 18)J-COSX
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4. Intégration par parties (premiére présentation)

Considérons deux fonctions u et v admettant des dérivées continues. On a

wv)Y =u'v+uv’ et  wv'=wv) —-u'v
ce qui entraine

_[u.v'dx = _[(u.v)dx -~ Iu'.vdx

ju.v‘ dx =uv-— ju‘.vdx

Exemples

1. Jxexdx

Onpose:u=x alors u'=1
Vo =e* v=e"

jxexdxzxex—jexdx =xe'—e'+C=e"(x-)+C

2. jx cosx dx
Onpose: u=x alors u'=1
v =cosx y=sin x

chosx dx =x sinx—_[sinx dx = xsinx+cosx+C

3. jezx cos3x dx
Onpose: wu=cos 3x alors u’ =-3sin3x

1,
V=e v=—e""
2

Je“ cos3xdx = le“ cos3x—f le“ (—3sin3x) dx = le“cos3x+§_[ e** sin 3x dx
2 2 2 2
Calculons jezx sin3x dx

Onpose: wu=sin 3x alors u'=3 cos 3x
e

l 2 x
2
2x ¢ 1 2x - 1 2x 1 2x 3 2x
je sin3xdx =—e sm3x—_[—e 3cos3xdx =—e s1n3x——je cos3x dx
2 2 2 2

Vv =€ V=

et Jezx cos3x dx = lezx cos3x+é le“ sin3x —éj.ez" cos3x dx
2 212 2
Jezx cos3x dx = lez" cos3x + Eez" sin3x — 2_[62" cos3x dx
2 4 4
9 2x 1 2x :
1+— Je cos3x dx = —e** (2cos3x +3sin 3x)
4 4
13 2x 1 2x 3
— je cos3x dx = —e** (2cos3x +3sin 3x)
4 4

‘[e“ cos3x dx = % e (2cos3x +3sin3x)+C
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5. Intégration par parties (deuxiéme présentation)
Considérons deux fonctions u et v admettant des dérivées continues. On a
dwuv)=du.v+u.dv

et
jd(u.v) =Idu.v+ju.dv
u.v:Iu.dv+Iv.du
Ju.dv =u.v—Jv.du
ju.dv =UuVv - jv.du
Exemples
1. J.xexdx
On pose : u=x alors du =dx
dv =e'dx v=e"
jxexdxzxex—jexdx =xe'—e'+C=e"(x-1)+C
2. jx cosx dx
On pose : u=x alors du =dx

dv =cosxdx y=sin x

chosx dx =x sinx—_[sinx dx = xsinx+cosx+C

3. jezx cos3x dx
On pose : u=cos3x alors du=-3 sin 3x dx

1
dv=e’"dx v=§e“

Je“cos3xdx = le“cos3x—f le“ (—3sin3x) dx = le“cos3x+§_[ e** sin 3x dx
2 2 2 2

Calculons jezx sin3x dx

On pose : u =sin3x alors du =3cos3xdx
1 2x

dv=e*"dx y=—e
2
2x ¢ 1 2x ¢ 1 2x 1 2x 3 2x
_[e sin3xdx =—e sm3x—_[—e 3cos3xdx =—e s1n3x——je cos3x dx
2 2 2 2
et Jezx cos3x dx = lezx cos3x+é le“ sin3x —éj.ez" cos3x dx
2 2( 2 2
2x 1 2x 3 2x @ 9 2x
_[e cos3x dx=—e" cos3x+—e sm3x——je cos3x dx
2 4 4
9 2x 1 2x :
1+— Je cos3x dx = —e** (2cos3x +3sin 3x)
4 4
13 2x 1 2x 3
— je cos3x dx = —e** (2cos3x +3sin 3x)
4 4

‘[e“ cos3x dx = % e (2cos3x +3sin3x)+C
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EXERCICES - llI° série : Calculez les intégrales suivantes

1) jx.e_xdx

2) flnx

3) j Inx dx
4) jx3.lnxdx

5) IArctgx dx

6) Jezx cosx dx

7) Je" sin x dx

8) [(x+1).e™ dx
J‘Arccos\/_ d

10)[(inx)"dx (ne IN,)

6. Intégration par changement de variable

Considérons une fonction f continue. Remplagons x par ¢(f) ou @est une fonction
admettant une dérivée continue. On a

[reode=[rlpw) ¢ @) ar

Exemple 1

j\/1 — X2dx
Posons x =sint¢
ce qui entraine dx = costdt

_[\/1 —xtdx = _[\/l —sin’ ¢ costdt = I\/cosz tcostdt = jcosz tdt

:Jc0s2t+l

dt :ljcos2tdt+ljdt:lsin2t+lt+C
2 2 4 2

1 )
:%sintcost+%t+C:§x\/1—x2 +%Arcsmx+C

Exemple 2
J- dx
xvx?-1
Posons x :l alors dx = —lzdt
t t

t2

t

t2

dc - dt _ t
J.x\/xz—l_‘[ 1\/1 I_JJl—tz

=- Arcsint+C = -Arcsinl+C
X
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Chapitre 2. Les intégrales
A. Intégrale définie
1. Exemple introductif

Considérons la fonction f:R—R : x—x
Calculons une valeur approchée de l'aire de la surface S délimitée par le graphique de la

fonction f, 'axe Ox et les droites d’équations x:% et x=3.

y
124

11

10
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1
Partageons lintervalle [E’ 3} en cinq intervalles de méme longueur.

¢ Construisons cinq rectangles ayant un de ces intervalles comme base et comme hauteur
la valeur que prend la fonction au milieu de la base.

¢ Calculons la mesure S, de la somme des aires des cinq rectangles.
S;=0, 5. (0, 75°+0, 5 . (1, 25°+0, 5 . (1, 75°+0, 5 . (2, 25 +0, 5 . (2, 75 =8, 90625

On peut dire que S, est une valeur approchée de S.

Si on veut une meilleure approximation de S, il suffira de choisir une subdivision plus fine de
l'intervalle de départ, c’'est a dire des rectangles dont les bases seront de plus en plus
petites.

Y y
124 124
11 11
10 10
E 9
8 8
7 ; 7
: g :
‘ § !
4 4
8 | :
2 2
-1 -0.5 0 05 1 1.5 2 2.5 3 -1 -0.50

-1 -1

On obtient
S, =8,9453125...
$20=28,955078...

Par le calcul intégral, on trouve
S§=0,958666...
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intégrale définie

2. Définitions d’une

ton f:R—>R :x— f(x) continue et positive sur un

o
c
2
)
c
=)
(2]
c
o
—
‘0
o —
(2]
5 'S
8=

7//

M
////////////////

////////
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Considérons la somme des aires des rectangles hachurés de base Ax; et de hauteur f(q;)
Sn = f(al)Axl +f(a2)Ax2 ++f(at)sz +"'+f(an)Axn

5, =Y. f(@)a

¢ Choisissons une subdivision plus fine de l'intervalle de départ. La base Ax,de chacun
des rectangles tend vers 0.  (n—o0)

¢ On peut démontrer que dans ces conditions, la somme S, tend vers une limite finie qui

est indépendante :
- du choix des extrémités des intervalles,

- du choix du nombre pris ( @, ) dans chacun de ces intervalles.

7 —> +o0

n b
Onécrira: lim S, = lim Y f(a)Ax, = [ f(x)dx
n— +oo = ’

[r@

se lit : "intégrale définie de la fonction f(x) entre les bornes a et b".
a est la borne inférieure.
b est la borne supérieure.

Remarque
On peut généraliser cette expression a toute fonction continue sur [a, b} .
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2° définition
Considérons une fonction f: R— R:x — f(x) continue et positive sur l'intervalle [a,b ]

Partageons [a,b] en n intervalles consécutifs tels que :
a=xy < x, <X, <.<x,<x <..<x,=b

n

Comme précédemment on pose
Axy=x =Xy, A =X,—X s A, =X, =X, ;.o AX, =X, —X,_,

Appelons m; la borne inférieure de f(x) quand x varie dans lintervalle [xl._l, xi] et M, sa
borne supérieure dans le méme intervalle.

Ay

M, =myf=—=————————————— l
yr=f()

M, =m, |---

o a=x, X X, b=x >

Ax, Ax,
Considérons les sommes
S = m, A, +my Av, + .ty Ax, 4ty Ax, = Y m Ax, D
i=1

S=M A +M,Ax, +..+ M, Ax, + +MAx—iMAx 7,

_1122"'z‘i"'nn_i:1ii //%

On peut démontrer que lorsque le nombre d’intervalles augmente indéfiniment (n — o), de
sorte que les valeurs Ax, tendent vers 0, les limites de s et de S existent et sont egales.
On désigne cette limite commune par

[r@

n b n
lim »\m,Ax, = [ f(x)dx = Tim > M, Ax,
-1 A n—+eo i-1

n—too 4
1
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Agrandissement

L'aire o, de la surface hachurée est comprise entre les aires des deux rectangles de base
Ax, et de hauteurs respectives m. et M,.

mAx, < 0, < M, Ax,

1

n

imiAxi < Zn:o; < iM,.Axi = s < o, <8
i=1 i=1

i
i=1 i=1

lim im[mi < lim ﬁai < lim Zn:MiAxl.
=1 i=1 =1

n—oo “ n—oo n—oo 4
i i

On peut montrer que ces deux définitions sont équivalentes.

Remarques
b
. Jf(x)dx est un nombre réel qui représente l'aire de la surface délimitée par I'axe Ox, la

a

courbe d'équation y = f(x) et les droites d’équations x=a et x=5
¢ Le symbole J représente la premiére lettre du mot somme.

¢ f(x)dx rappelle que les termes de la somme sont du type f(a,)Ax,.

b
. x)dx est donc un nombre réel qui est la limite de la somme d’un nombre infiniment
[r@)

a

grand de termes infiniment petits.
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3. Propriétés de I'intégrale définie
Consideérons une fonction f continue sur l'intervalle fermé [a,b].

a. L’intégrale définie ne dépend pas de la variable d’intégration.
b b b
Jrea=[rmdy=[ st =..

b. iif(x)dx =- jf(x)dx

On considére la somme de b a a ou les Ax, ont changé de signe.

Remarque
J£(dx=0
c. Additivité
[r@dc+ [ fydr = [ f(x)d
Remarque

Si la fonction f est négative, I'aire située entre la courbe et 'axe Ox est donnée par

- _tl:f(x)dx

5
v

d. Linéarité

V/l,,ueR:_[[ A )+ gx) |de=2 jf(x) dx + 1 jg(x) dx

e. Positivité

Vxela,b]: fx=20 = jf(x)dxzo

Vxela,b]: fx2gx = jf(x)dxzjg(x)dx
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B. Calcul d’une aire a I'aide d’une primitive

Considérons une fonction f:R—R,t— f(¢t) continue, croissante et positive dans
l'intervalle [a,b]

AY
D y=f(1)
0
() T R
1) 9 P
(@)
A N >t
a B x b

Appelons S(x) = Jf(t) dt  lamesure de l'aire de la surface délimitée par

y=f(@),t=a,t=x,y=0

B
S(B) = [ fyar

la mesure de l'aire de la surface délimitée par
y=f@),t=a,t=F,y=0
Intuitivement on a

Aire du rectangle MNPQ < S(x)—S(f) < aire durectangle MNRT
=P f(p) = S(X)-SB) < (x=pf(¥)

15 < SW=5B)

< f(x) x#zpB,x>p
x=f
et
gyW)syﬁﬂ%jyﬁsggfm
fB) < 8B £ f(D)
d’ou
S'(B)=r1(p)
et par généralisation
S'=f

S est donc une primitive de f et la fonction

x— j f@)at

est une primitive de .
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Rappel
F est une primitive de f si et seulement si F’ = f et si F est une primitive de f, toute primitive
de festde la forme F + C.

On a donc
jf(t)dt est une primitive de f(x)
c'est-a-dire ’
jf(t)dt =F(x)+C
Lorsque x=a,on a successivementa
jf(t)dt =F(a)+C

0=F(a)+C
C=-F(a)
Lorsque x =b, on a successivement

j f(t)dt =F(b)+C

[f@dt = Fb)-F(a)

On notera

j:f(x)dx - [F(x)E =F(b)-F(a)

La détermination d’'une intégrale définie se raméne donc a la détermination d’'une primitive.
On peut généraliser cette expression a toute fonction continue sur [a, b} .

Exemples
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Exemples
Calculer les intégrales suivantes :

b e |
O

AT [ 3, (,'_\
SRR - A 2 5 ¢ A
1) f3f1(x)dx _ 3) j_13f1(x)dx -
2) j:ﬁ(x)dx _ 4) j02f1(x)dx _

S| K] 21 (12
5)J._1de_{3}1_3 ( 3) 2
6)J%Sin2u cosu du:{sin%} 2 1 21

3 0
7)j—dt_[2ﬁ]§=2ﬁ—2ﬁ

8) J~1 Arctgx . [ Arctgx)z}
1+ x2 2

> ((Arctg1)2 (Arctg0R) = %(% jz = g—;

0

EXERCICES - IV° série
Calculez les intégrales définies suivantes

1) J3Z23in4x dx j \sm4x\dx 3) j sin\4x\dx

fé Sin X.COSX fé Sin X.COSX dx

v 1+sin’x 0 1+sin’x

6)f2|_xjdx 7)J'16|_x_|dx 8)J._22ﬂx‘_|dx
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’ . . b
Intégration par parties de Ja f(x)dx
La formule de l'intégration par parties s'étend aux intégrales définies :

Exemples :
)
fxes"dx: x4 e —j11.1e3xdx: 13 0 —1I1e3de:1e3—1[e3X]:)
3° |, b3 3k 9

3 3
13 1.,
=—e” ——(e*-1
3¢ —gle-1)

b
Intégration par substitution de Ja f(x)dx

La formule de l'intégration par substitution s'adapte aux intégrales définies a condition d’exprimer les
bornes en fonction de la nouvelle variable :

Exemples :
_[;x.(x-1)4dx =| On pose x-1=t Changement de bornes

Si x=1, alors t=0
Si x=0, alors t= -1
L’intégrale devient :

1= [ttt = + 14 ot = {t—‘_] =0- (%_%j %

-1

EXERCICES - V° série

Calculez les intégrales définies suivantes :

t-2 0 V3 dx
"% gt 3 tgu.(1+tg?ujdu —
)I_ztz_4t+3 )J% gu1+tgtui S)L (1+ x2)Arctgx
1 t-2 /1+cosy V7Tt
) ——= _dt 6 ——=dt
)I—z(t2-4t+3)2 J/ sin?y )J@ ’ t!
49
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Chapitre 3. Applications de I'intégrale définie
Calculs d’aires et de volumes

A. Calculs d’aires

Considérons deux fonctions f et g continues dans I'intervalle [a,b].
Supposons que Vxe [a,b], g(x)< f(x).
L’aire de la surface délimitée par
le graphique de f et le graphique de g
les droites x=a et x=5b
est donnée par

y=r(x)

Cas ou les graphiques se coupent dans I'intervalle [a b

y
A

$ = [(£(x) - g(x))dx

Alors on sépare le calcul d’aire en deux nouveaux calculs d’aire

A=A, + 4,

A= [(£(0)-g)dx + [(g(x)= £(x))dx

>~

: y=g(x)

NP »x
y=r(x)

[V
o
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Exemple 1

Calculer I'aire de la surface délimitée par
¢ ladroite d= y=—x+2
¢ laparabole P= y=x" -4
Les abscisses des points d'intersection de la
y droite et de la parabole sont
1 — 2
y=x"-4 X' —4=—x+2
X 4+x-6=0
x=-3, x=2

Dans lintervalle [-3,2], on a:

—x+2=x>—4

8 i [o-2 g ]1B
3 2 6

Exemple 2

Calculer l'aire de la surface délimitée par les courbes y = x* et y = Jx.

Les abscisses des points d'intersection des deux
courbes sont

y ) x2=\/;

x'=xet x>0

<
Il
=

xt—x=0
x(x’=1)=0
y=x x=0, x=1

Dans lintervalle [0,1], ona: +/x > x?
\ A
1
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Exemple 3

Calculer l'aire de la surface délimitée par les courbes C =y=x+6, C,=2y+x=0 et
C, = y—x =0

Les abscisses des points d'intersection des courbes sont :

Entre C, et C, :

1
y=x+6 et y:—zx

x+6=—lx
2

x=-4
Entre C, et C, :

1
=——yet y=x’
y > y

1
3
——X=X

2
x=0

Entre C, et C, :
y=x+6 et y=x
x+6=x’
X’ —x—6=0
(x=2)(x* +2x+3)=0
x=2

1

i

7T

Dans l’'intervalle [—4,0}

s, =J.i[(x+6)—(—%xﬂdx

0 0
:j 346 dx=[§x2+6x} —0-(216-24 =12
Jl2 4 . 4

Dans l’'intervalle [0,2}
S, :J:[(x+6)—(x3)]

2 4 2 2
=j(—x3+x+6)dx= SEE S Y N L S P AT
) 4 2 . 4 2

Dlou: S§=8,+8, =12+10=22.
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Equations de la forme : x= f(y)

/ est continue dans l'intervalle [c,d]
Il suffit d’intervertir les réles de x et de y.

Az x=g(y)

S=(/(»)-g())dy

O C—

»X

Exemple
Calculer l'aire de la surface délimitée par les graphiques des fonctions d’équations:

2y’ =x+4 et Y’ =x

y Bornes de l'intégrale :
x=2y"—4 et x=)°
2y* —4=7y"

y =4
y=2 et y=-2

Dans l'intervalle [—2,2}, ona:

Y >2y" -4
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EXERCICES - VI° série

1) Trouve une ou plusieurs intégrales définies dont la valeur ou la différence des valeurs est égale a
I'aire de la partie coloriée du plan. Calcule ensuite cette aire.

o |

y \,A
Y 1
) e Nl o e [
! 1 1
1 | | N "20]o0 1 ;
P ! |
oo 1 4 X N7, \ ‘
o QoS . ‘
|

2) Calcule les aires grisées ci-dessous.
Au préalable, tu dois déterminer les intersections des courbes !

1 A y =cos(x)

05 4 Az

y = sin(x)
0 : : L |
0 0.5 1 -2

3) Calcule I'aire de la partie d’'un plan délimitée par les courbes d’équation
f(x) = 4 - x3, 'axe X et les droites d’équations x =2 et x = - 1.
(Méme question avec les droites d’équations x = - 3 et x = 3)

4) Calcule I'aire de la partie d’'un plan délimitée par les courbes d’équation
f(x) = e*, l'axe X et les droites d’équations x =0 et x = 1.

5) Calcule I'aire de la partie d’'un plan délimitée par les courbes d’équation
f(x) = x2 - 3x, 'axe X et les droites d’équations x = 1 et x = 3.

2
6) Calcule l'aire de la surface limitée par les courbes d’'éq. y=x -4ety=-x+2

2 2
7) Calcule l'aire de la surface limitée par les courbes d’éq. y=-x +2 ety=x -4

8) Calcule I'aire de la partie du plan délimitée par les courbes d’équation :
4y2 =x et x-2y-2=0.
Effectue d’abord une représentation graphique. Détaille ton raisonnement pour déterminer les
intersections de ces deux courbes et pour calculer I'aire a I'aide d’intégrales.
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B. Les solides de révolution

Un solide de révolution est un volume engendré par la rotation d’une région du plan autour d’'une
droite

I

. -

)
I
I
I
I
|
I
i
I
I
|
¢
I
|
!
|
I
|
I
I
|
I
I
|
I
L
|
]
L

Figure 1 Figure 2
Prenons un découpage de l'intervalle [a, b] et construisons sur chaque sous-intervalle un

rectangle. La rotation de ces rectangles autour de I'axe Ox engendre le solide de révolution de
la figure 2. Chaque rectangle engendre un cylindre de rayon de base f(w,) et de hauteur

(épaisseur) Ax; =x, —x,_,

Le volume de chaque cylindre est le produit de sa base par sa hauteur : V, :ﬁ[f(wi )] ? Ax;,

La somme des volumes de ces cylindres est sz = 27[ [f(wi)]2 Ax;

Le volume est donc

b

V=[x (f(x) dx

a

Remarques

1. f ne doit pas étre nécessairement positive.
2. En intervertissant les réles de x et de y, on obtient un solide de révolution engendré par une
rotation autour de I'axe Oy . Dans ce cas, on a

v=[x(2() dv.



Exemple 1
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Calculer le volume engendré par la rotation autour de 'axe Ox de la région comprise entre la
courbe d’équation y = x”+1 et les droites d'équations x =—1 et x =1

y

y=x>+1

e e e =

Exemple 2

Ty Ty S ——

V= j (x?+1)

En utilisant la symétrie, on obtient

V =2 [ (x2+1 dx
V =2n [ (x* +2x2 + 1hix

[ x° x3 1
V=2n| —+2.—+X
5 3

L 0

V =21 1+2.1+1
5 3

_ 56r
15

Calculer le volume engendreé par la rotation autour de I'axe Oy de la région comprise entre I'axe

Oy et les graphiques des fonctions d'équations y=x" , y=1 et y=8

1

De y=x*, on déduit x=3/y =3

V= fn.y%dy
3 yA/
V= dy = T
n['y dy = 7|
8

VAl

oo

4 4

1



Considérons maintenant la
Ox
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révolution d’'une région comprise entre deux courbes, autour de I'axe

Le solide de révolution résulte de la différence entre le solide engendré par la plus grande région

( f(x)) et celui engendré p
Ay

S

ar la plus petite (g(x))

y=r(x)

b

V=Tzvuﬂ%h—jn@@ﬂ%h

a

V=[xl @-g 0l

Y]

-

En pratique :

Exemple 3
Calculer le volume du soli

V=n [(rayon exterieur)” — (rayon interieur)z}.ﬁ)aisseur

de de révolution engendré par la rotation autour de Ox de la région

délimitée par les fonctions d’équations x2:y—2 et 2y—x—2=0 et par les droites
d'équations x=0 et x=1

Dans l'intervalle [0,1}, ona

x2+221x+1
2

V:;zjol|:(x2 +2) —(%xﬂﬂdx

2
:ﬂj]{x4+4x2+4—x——x—l}dx
0 4

1
=7Z'_[ x4+Ex2 —x+3 |dx
0 4

M
20
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EXERCICES - VII° série

1) Le cylindre est un solide de révolution.

- s

En effet, en faisant tourner un rectangle autour de 'un de ses c6tés, on obtient un cylindre.
Trouve une intégrale définie dont la valeur vaut le volume d’un cylindre de base de rayon R et de

hauteur h. Calcule ce volume.

2) Le cbne est également un solide de révolution.
En faisant tourner un triangle autour de I'un de ses
cbtés, on obtient un céne.
Trouve une intégrale définie dont la valeur vaut le

fx)=a-x

»)C

volume d’un cylindre de base de rayon R et de
hauteur h. Calcule ce volume.

3) Les surfaces hachurées ci-dessous engendrent des solides de révolution lorsqu’on les fait tourner
autour de I'axe x. Dessine pour chaque cas le solide obtenu et calcule son volume de révolution.

fl()c)=\/r2—x2 /i ﬂ(x)zlx

4

5
fi(x)=€" :
7.
3 4

5

e B

4) Calcule le volume du solide de révolution engendré par la rotation

autour de I'axe des x de la courbe d’équation Yy = vx?-x* , pour x

variant entre -1 et 1.

oQ
—_~
=
SN—
Il
—~
=
|
N
N—
N

S

5) a) Calcule le volume du solide de révolution engendré par la rotation autour de I'axe des x de la

1
courbe d’équation Y = —, pour x variant entre 1 et a.
X

b) Vers quel nombre tend ce
volume si a tend vers I'infini ?
c) Quelle est 'aire de la surface
hachurée ?

d) Vers quelle limite tend cette
aire si a tend vers linfini ?

6) Un mur rectangulaire de 12 m de long et 6 m de haut est
percé d’'une porte ayant la forme d’un rectangle surmonté
d’un arc parabolique.

Calcule la quantité de peinture a employer pour repeindre le
mur sachant que :

a) une seule couche de peinture est nécessaire

b) on ne peint pas la porte

c) il faut 1 litre de peinture pour couvrir une
surface de 10 m”.

3m

A
v

4m



